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Differentialformen im R"

1. Skalarprodukte auf Q*(R"™).
Es sei (R™,(, ),vol) der Vektorraum R" mit nicht-ausgearteter symmetrischer Bi-

linearform (, ) und Volumenform vol = dz; ...dxz, € Q"(R").

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dafl (, ) eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinear-
form auf Q9(R") induziert, beziiglich welcher die Menge {dz|I = {i; < --- <i4}}

eine orthonormale Basis definiert.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf die Abbildung
QI(R™) x Q" 9(R") AN 1)
(dzq...dzg, dzgqq ... day) +——dzq...dzy,

eine perfekte Paarung mit Werten in 2"(R") definiert.

2. Der Hodge *—Operator.
Es sei (R™,(, ), vol) wie in Aufgabe 1. Die Signatur von (, ) sei (a,n —a). Wir
definieren den Hodge *—Operator durch

T A *w = (T, w) vol.
Zeigen Sie, daf3 gilt:
(a) (1 Punkt) Falls {i1,...,4¢,71,.--,Jn—q} = {1,...,n}, dann gilt
#(dayy ... dwy,) = edwy, ... dwy,_,

mit € = sgn(i,..., 4 j1...,in—q). Insbesondere *1 = vol.

(b) (1 Punkt) Fiir w € Q(R") gilt:

(w,*T) = (—1)q(”_q)+"_“<*w, T)



(¢) (1 Punkt) Fiir w € Q4(R") gilt:

*(xw) = (—1)Un—a+n—a,

(d) (1 Punkt) Der Hodge *—Operator ist eine Isometrie auf (Q2*(R"), (, )).

3. Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum
(4 Punkte) Es seien E = (Ey, Ey, E.) : U — R3 das elektrische und B = (B, By, B.) :
U — R? das magnetische Feld, beides Vektorfelder auf einer offenen Menge U C R*
mit Koordinaten x,y, z,¢ und Lorentzsignatur (3,1). Die Maxwellgleichungen im

Vakuum lauten

rotB = QE, divE =0
ot

rotFE = —QB, divB = 0.
ot

Wir definieren die elektromagnetische Feldstirke F' € Q?(R%) durch
F = (E,dx+ Eydy + E,dz)dt + B, dydz — Bydxdz + B, dzdy.

Zeigen Sie, daf} gilt:
dF =0, dxF =0.

4. Die symplektische Form.

(4 Punkte) Auf dem R?" mit den Koordinaten 1, . . ., z2, betrachten wir die 2-Form
w=dx;deps1 + deredr,o + - - + day, dagy,

Zeigen Sie, dafl dw = 0, und dafl w" = +n!dz;...dxs, gilt. Bestimmen Sie auch

das Vorzeichen.

w heisst symplektische Form und ist von fundamentaler Bedeutung in der klassischen
Mechanik.
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